Методические рекомендации по использованию конструктивной среды по математике в учебном процессе
1. Что такое динамическая геометрия

«Математический конструктор» – это программная среда, предназначенная, в первую очередь, для создания математических моделей по всем разделам математики, изучаемых в школе на всех уровнях от начальной до профильной школы, и для работы с такими моделями. В основе этой программы лежит принцип динамической геометрии, выдвинутый и впервые реализованный более 20 лет назад. Сегодня программы этого класса, которые также называют интерактивными геометрическими системами (ИГС), широко признаны во всем мире как наиболее эффективное средство обучения математике, основанное на информационно-компьютерных технологиях. Наибольшее распространение среди таких программ получили пионерские разработки Cabri (Франция) и The Geometer's Sketchpad (США), разные версии которой известны в России как «Живая Геометрия» и «Живая Математика». В настоящее время имеется более десятка ИГС, каждая со своими особенностями, разработанных в разных странах; всё большую популярность приобретает, в частности, программа GeoGebra. Первая версия «Математического конструктора» (МК) вышла в 2005 г. и с тех пор он развился до уровня лучших программ этого класса. Отличительными особенностями МК являются, в частности: 
· оригинальные решения интерфейса, нацеленные на его максимальное удобство и прозрачность для пользователя, которые сочетаются с возможностью настройки интерфейса в очень широких пределах, что делает работу с программой возможной и интересной как для неопытных пользователей, начиная с младшеклассников, так и для профессиональных программистов; 

· наличие системы автоматической проверки построений и ответов на тестовые вопросы, которые можно включать в модели; 

· наличие программы-«проигрывателя» для готовых моделей;

· возможность глубокого редактирования моделей без их переделки; 

· кросс-платформенность (программа может работать на платформах Windows, Linux и MacOs); 
· поддержка стандартов SCORM, позволяющая легко включать модели в сторонние обучающие системы.

Мы перечислили особенности, важные с методической точки зрения и, шире, с точки зрения использования программы в учебном процессе разными его участниками. Следует сказать, что изначально программа разрабатывалась с конкретной целью создания большого комплекса готовых моделей для использования в российских школах, и ее дальнейшее развитие диктовалось необходимостью расширять этот комплекс как количественно (общее число моделей перевалило за тысячу), так и качественно. Поэтому терминология и система обозначений, используемые в МК, полностью соответствуют принятым в российских школах стандартам, а эволюция интерфейса направлена на то, чтобы сделать как можно более удобным создание моделей к характерным для российской школы типам заданий.  
Что же такое программа динамической геометрии? Говоря коротко, это среда, позволяющая создавать динамические чертежи, т.е. компьютерные геометрические чертежи-модели, исходные данные которых можно варьировать с сохранением всего алгоритма построения, просматривать их и работать с ними. Основным инструментарием этих программ являются виртуальные линейка и циркуль, аналогичные одноименным евклидовым чертежным инструментам. Кроме них, пользователь получает возможность быстрого выполнения таких важнейших построений, как проведение перпендикуляров и параллелей к данным прямым, нахождение середин отрезков, и более сложных – геометрических преобразований, построений объектов, задаваемых аналитически в координатах. Как правило, базовый инструментарий ИГС включает и команды построения однопараметрических семейств фигур, в частности, геометрических мест точек. Набор команд можно расширять, создавая собственные макросы. Конструктивные возможности дополняются средствами измерения различных величин и вычислений. В «Математическом конструкторе» имеется большой набор команд для работы с выражениями, функциями, графиками, а в последней, 5-й версии добавлены команды для работы с кониками и с комплексными числами.
Наряду с геометрическим и, вообще, математическим функционалом, ИГС обладают некоторыми основными возможностями, характерными для графических редакторов, а также средствами создания своего рода математических презентаций, содержащих текстовые комментарии к чертежам, анимации, кнопок управления изображением. 
2. Общая методическая характеристика «Математического конструктора»

Программная среда «Математический конструктор»: 

· может использоваться как дома, так и в классе при различных формах проведения занятий и при различной компьютерной оснащенности учебного класса; 

· позволяет быстрее и эффективнее освоить школьный курс по математике, повышает запоминаемость материала; 

· открывает путь для внедрения в преподавание математики деятельностного подхода, основанного на включении в учебный процесс элементов эксперимента и исследования; 

· повышает степень эмоциональной вовлеченности учеников, предоставляет широкое поле для постановки творческих задач и организации проектной работы; 

· обеспечивает эффективное применение современных технологий для моделирования и визуализации математических понятий. 

«Математический конструктор» успешно применяется в преподавании не один год. Практика подтверждает, что уже после краткого знакомства с программой учителя и ученики могут эффективно с ним работать на уроках и дома. Далее мы остановимся на основных направлениях его использования в учебно-практической работе. 

3. Направления использования «Математического конструктора» 
Возможность использовать «Математический конструктор» тем или иным способом зависит уровня пользователя, степени его владения программой. В соответствии с этим мы и представим разные варианты работы с МК.

3.1. Использование готовых моделей

Для этой формы работы обычно достаточно начальных навыков обращения с компьютером, она наиболее популярна. Заранее подготовленные профессиональными авторами, учителем или самими учениками модели по конкретным вопросам учебной программы могут использоваться на всех этапах учебного процесса – при изложении материала, при практической работе и для контроля, как задания для самостоятельных и контрольных работ, благодаря имеющейся системе автоматической проверки. Следует сказать, что готовые модели автономны и для работы с ними сама конструктивная среда не нужна. Построенный чертеж с элементами управления может быть экспортирован в виде т.н. апплета – html-страницы и сопровождающих ее файлов, которые позволяют просматривать чертеж и полноценно работать с ним в любом браузере (Internet Explorer, Firefox и т.д.). При этом модель можно настроить так, что пользователю будут доступны лишь возможности по ее модификации, которые автор считает нужным допустить. Например, можно запретить или разрешить перемещение каких-то точек, изменение текстов или формул, использование тех или иных элементов в построениях, можно включить в модель только те инструменты, которые нужны в данном задании или вообще не открывать инструментальную панель. Это позволяет очень точно, даже точечно, направить мысль и действия ученика в нужное русло. В «Математическом конструкторе 5» появилась новинка – т.н. «ученическая версия», программа, которая позволяет работать с моделями в режиме апплета, т.е. с учетом всех упомянутых выше ограничений. 
Познакомимся со сложившейся к настоящему времени на основе накопленного опыта типологией моделей МК. Это даст более отчетливое представление о его возможностях, о тех компонентах учебного процесса, в которых использование МК дает наибольший эффект. Все основные типы моделей представлены в руководстве «Возможности программы», входящем в справочные материалы к МК, и в гораздо большем числе в обширной коллекции моделей, прилагаемой к программе. 
Иллюстративные и демонстрационные модели

Потребность сопроводить рассказ иллюстрацией – одна из наиболее простых, но и наиболее часто возникающих в практике преподавания. Главное преимущество чертежей, графиков и других картинок, построенных в «Математическом конструкторе», принципиально отличающее их от чертежа, нарисованного в графическом редакторе, состоит в том, что они являются динамическими – при изменении любого из исходных, независимых элементов конструкции (а также и многих зависимых элементов) автоматически изменяются и все части чертежа, с ними связанные, но так, что смысл построения, его алгоритм не нарушаются. Перпендикуляр к прямой останется перпендикуляром при перемещении точки, через которую он проведен, или прямой, биссектриса угла остается биссектрисой, вписанная окружность будет касаться сторон треугольника при любом «шевелении» его вершин и т.д. Благодаря этому ярко проступают все значимые свойства рассматриваемой фигуры, материал легче усваивается и лучше запоминается. Наряду с простыми динамическими иллюстрациями, МК позволяет создавать презентации, разворачивающиеся во времени. С помощью специальных управляющих элементов – кнопок, показывающих или скрывающих фигуры и тексты, а также благодаря возможности создавать в одной модели несколько листов, учитель может сопроводить изложение серией сменяющих друг друга перестроений чертежа или разных чертежей, и каждый из них будет обладать всеми достоинствами динамического чертежа. 
Тестовые модели

Это модели к заданиям, в которых ученик должен дать ответ на четко поставленный вопрос. Ответ заранее известен (автору задания) и в модель закладывается механизм для его автоматической проверки. Коротко говоря – это, по форме, обычные задачи из школьного учебника. Ответ в них может быть как числом (например, надо найти коэффициенты квадратичной функции, график которой совпадает с данной в задании параболой, или просто площадь фигуры с данными размерами), так и фигурой – в задачах на построение, причем проверяться может и сама фигура как таковая, и наличие у нее определенных свойств. Простейшие типы тестов – с выбором ответа («чекбокс») или ответом в простой текстовой форме – создаются в МК с помощью стандартных кнопок. Но их разнообразие этими вариантами далеко не исчерпывается. В коллекцию моделей, разрабатываемую как приложение к МК 5, включены некоторые новые виды тестовых заданий, например, «тесты на соответствие», в которых требуется сопоставить одному набору объектов другой, совместив пары соответственных объектов, «тесты на группировку» (объекты нужно распределить в соответствии с условием по выделенным на экране областям). Отметим и такую оригинальную разновидность тестов, как тесты на раскраску: нужно раскрасить некоторые области на экране в несколько цветов по заданному через математические свойства правилу. 
Манипулятивные модели для исследования
В этих моделях акцент делается на целенаправленное изменение исходных данных – геометрических или численных – для выявления закономерностей поведения конструкции. Фактически, проводятся математические эксперименты, их результаты фиксируются и обрабатываются, на их основе делаются выводы. В одних моделях ученикам предлагается просто понаблюдать за происходящим, в других они могут использовать такой инструментарий, как построение траекторий точек и линий с помощью рисования «следов» или геометрических мест, измерение различных геометрических величин, построение графиков их изменения.  
Конструктивные задания
Строго говоря, эти задания уже нельзя в полной мере отнести к «готовым моделям», поскольку, выполняя их, пользователь должен создавать, конструировать какие-то новые объекты. Мы упоминаем их здесь, потому что они составляют значительную часть моделей, прилагаемых к МК, и это естественно с учетом самого названия программы. К заданиям этого типа относятся классические задачи на построение циркулем и линейкой или другими наборами инструментов, задачи на построение на шаблонах, в частности, на построение сечений пространственных фигур, представленных их вращающимися моделями, задачи на построение графиков функций и геометрических мест точек. 
3.2. «Математический конструктор» как средство разработки учебных материалов
У современного учителя, использующего компьютер, рано или поздно возникает желание создать с его помощью собственные материалы для занятий – распечатки заданий, лекций, презентации и т.п. Если вам нужно сопроводить эти материалы рисунками математического содержания, то «Математический конструктор» станет вашим незаменимым помощником. Существует несколько способов создания таких рисунков. Можно просто сделать снимок экрана на котором открыт построенный вами чертеж или график, выделить из него нужный участок в любом графическом редакторе и вставить его непосредственно в текст или презентацию. Другой путь – воспользоваться командой экспорта изображений (меню Файл) и сохранить чертеж в одном из распространенных графических форматов – точечных (png, svg) или векторных (eps, emf). Векторные форматы обеспечат лучшее качество изображения. Но самый простой и удобный путь, появившийся только в последней версии МК, – это выделить все объекты на чертеже, которые вам нужны в картинке, скопировать их стандартной командой и вставить прямо в ваш текстовый редактор (если, конечно, он поддерживает графику). После этого, при необходимости, можно разгруппировать рисунок и дополнительно его обработать средствами внешнего редактора (например, программой рисования редактора MS Word). 
Но в полном объеме возможности конструктора как средства создания учебных материалов раскрываются при создании интерактивных моделей-иллюстраций и моделей-заданий, непосредственно предназначенных для использования на уроке, в самостоятельной или дистанционной работе. Для того, чтобы сделать их более понятными, яркими и выразительными, в МК имеются 

· текстовый редактор с большим набором команд форматирования и создания формул (можно пользоваться форматом ТеХ), причем в текст можно непосредственно вставлять рисунки или обозначения объектов на чертеже или значения числовых величин, которые будут динамически изменяться вместе с самими вставленными элементами;
· команды для изменения стиля объектов (толщины линий, размера и формы точек);
· цветовая палитра, допускающая окрашивание, зависящее от числового параметра;

· средства для создания презентаций 

и многое другое. Конечно, для того, чтобы освоить весь этот арсенал средств, потребуется достаточно глубоко изучить возможности и интерфейс конструктора.
3.3. «Математический конструктор» как классная доска

Если в классе установлены компьютер, проектор и экран, то на уроке геометрии они вполне могут заменить доску. При минимальном навыке работы с этим оборудованием вам даже не придется как-то специально готовить модели к уроку: с помощью программы вы легко построите все необходимые чертежи прямо в классе, причем они будут более аккуратными и выразительными, сможете написать нужные формулировки. А главное – ваши чертежи будут «динамическими», т.е. их можно будет изменять «в режиме реального времени», говоря компьютерным языком. Наблюдая за тем, что и как меняется в фигуре, а что сохраняется, вы сможете вместе с детьми открыть (или переоткрыть) какие-то связанные с этой фигурой факты и проверить их экспериментально (в качестве примера отошлем к модулю 108 «Свойство и признак вписанного четырёхугольника» из коллекции моделей, прилагаемой к конструктору). С другой стороны, благодаря легкости, с которой получаются любые допустимые расположения, можно обнаружить какие-то случаи, подчас неожиданные, которые нужно учесть при доказательстве теорем и решении задач (примеры см. в модулях 103 и 104). Отметим, что привычка и умение учитывать разные случаи стали в последнее время особенно актуальными в связи с включением «многовариантной» планиметрической задачи в задания ЕГЭ. Очень важно, что вслед за вами и в том же темпе все ваши построения могут воспроизводить и ученики; таким образом они «на кончиках пальцев» прочувствуют рассматриваемые понятия и факты.
Для того чтобы использовать МК в таком режиме, в принципе, достаточно знать лишь самые основные команды построения. Но чем лучше вы изучите программу, тем быстрее сможете выполнять необходимые построения. Простой пример: допустим, вам нужно описать около треугольника окружность. Если пользоваться только циркулем и линейкой, то делать это довольно долго (надо построить серединные перпендикуляры к двум сторонам). Несколько ускорят построение инструменты «Середина отрезка» и «Перпендикуляр», которые есть в большинстве программ динамической геометрии. В МК есть и специальная команда для построения серединного перпендикуляра, т.к. что центр окружности можно построить буквально «в два клика». Но есть и моментальный способ – сразу использовать команду для проведения окружности через три точки.
3.4. «Математический конструктор» как рабочий инструмент

Для того, кто постоянно имеет дело с решением задач по школьной (и не только школьной) математике, МК постепенно становится незаменимым рабочим инструментом. Он позволяет быстро построить точный чертеж к сложной задаче и, «пошевелив» его и/или измерив нужные величины, проверить гипотезу или даже найти идею решения, или начертить графики уравнений с параметрами, варьируя которые, можно сразу увидеть, как устроен ответ. В таком качестве «Математический конструктор» может служить инструментальной средой для самостоятельной работы учащихся на уроке (или дома) «с чистого листа». При этом перед учениками ставятся задачи построения и исследования определенных объектов, в ходе решения которых и должны достигаться те или иные учебные цели. Использование конструктора в таком качестве отвечает самым современным педагогическим концепциям. В то же время, такая форма занятий предполагает определенную перестройку учебного процесса, перенос акцентов на новые, современные формы работы, а в перспективе и подготовку новых учебников и пособий, рассчитанных на проектную, поисковую деятельность учащихся, сопровождаемую переподготовкой учителей. 
3.5. Моделирование с «Математическим конструктором»

Наиболее интересна и увлекательна работа с МК по созданию моделей. Создание моделей требует владения инструментами разных типов – и построениями, и способами редактирования и форматирования, и алгебраическим блоком команд. В помощь начинающим разработчикам в программе имеются шаблоны моделей разных типов. Тем не менее, вряд ли можно рассчитывать на то, что в этом качестве МК будет широко применяться учителями для создания своих собственных заданий или демонстраций, но есть другой сценарий ее использования как моделера в школе: постановка заданий проектного типа по созданию математических моделей учениками. Возможные варианты: проиллюстрировать чертежами какую-то подборку задач или параграф из учебника; сделать тест с проверкой по заданной теме; построить достаточно сложную модель, например, 3D модель заданной фигуры, многозвенный шарнирный механизм (скажем, инверсор) или модель движения планет – простор для воображения здесь неограничен. Самостоятельное построение нетривиальной модели может поощряться очень высоко, вплоть до отличной оценки за четверть или даже полугодие.  
3.6. «Математический конструктор» как среда для изучения информатики и программирования

 «Математический конструктор» допускает прямое программирование на языке JavaScript. С его помощью можно строить модели, сделать которые основными инструментами программы очень сложно или даже невозможно. Например, можно «научить» модель не просто проверять, правильно ли выполнено построение, но и подсчитывать, сколько при этом проведено линий. Таким образом, можно ставить реальные и интересные задачи, кав достаточно сложные, так и совсем простые по программированию на «настоящем» языке. Пока, однако, этот вид работы с МК не предусматривается и доступен только профессионалам. Это только заявка на будущее, хотя, возможно, найдутся преподаватели информатики, которых она заинтересует уже сейчас.
4. Типичные ошибки начинающих пользователей

В заключение снова обратимся к начинающим пользователям и познакомим их с теми подводными камнями, о которые можно споткнуться, при первом знакомстве с «Математическим конструктором», да и с другим программами динамической геометрии.  Основные ошибки, совершаемые новичками, в том числе, учениками, связаны с непониманием природы интерактивного чертежа, т.е. с неумением различать объекты, управлять ими, строить синтетические объекты, а также планировать движение объектов. Учитель должен знать о таких ошибках, уметь их диагностировать у учеников и помогать от них избавиться.
4.1. Рисование вместо построения

Ошибка вследствие непонимания алгоритмической природы геометрического построения. Это самая распространенная ошибка. Она связана с иллюзией, что если изображение на экране удалось каким-то образом сделать похожим, скажем, на квадрат, то задача построения квадрата решена. Между тем задача построения здесь практически совпадает со знакомыми школьнику задачами на построение циркулем и линейкой. Иначе говоря, алгоритм должен работать при всех допустимых значениях исходных величин и давать правильный результат.

Очевидный способ обнаружить эту ошибку – изменить чертеж, потянув мышкой за одну из исходных точек. Неверный чертеж «разваливается», то есть не сохраняет своих характерных свойств. В нашем примере квадрат может разомкнуться, превратится в неправильный четырехугольник и т.п.

4.2. Совмещение вместо связи
Самая частая из этих ошибок обусловлена непониманием механизма «сцепления» двух объектов в третий. Если мы, например, к концу B отрезка AB присоединяем другой отрезок, то в точке B второй отрезок должен начинаться, а в некоторой точке C заканчиваться. Таким образом, в новой конструкции будут три исходные точки. Если же построить два отрезка, AB и CD, а затем совместить точки B и C, то, даже если это совмещение будет точным, у нас все равно останется четыре исходных точки, не связанных между собой.  Если взяться мышкой за такую «двойную» точку, то выделится только одна точка. При ее перетаскивании точки разойдутся снова, и подвинется лишь один из отрезков, так как отрезки не связаны. Они лишь совместились своими концами. 
Аналогичная ошибка возможна при построении окружности по центру O и точке A, через которую она должна пройти. Ученик, пользуясь тем, что инструмент «Окружность» в процессе построения показывает текущий вид будущей окружности, выбирает положение определяющей ее точки B так, чтобы визуально  окружность прошла через A. Он не обращает внимания на несовпадение точек A и B. Это и есть подход «рисования», а не «построения». Необходимая зависимость не обеспечена. Такая ошибка часто встречается у новичков при построении серединного перпендикуляра к отрезку «циркулем и линейкой» (а не имеющимся специальным инструментом для этого). Это простейшее задание можно использовать как тестовое для данной ошибки.

4.3. Ошибки, связанные с перекрытием отрезков, лучей и прямых

Проиллюстрируем эту ошибку на простейшей задаче – «разбить отрезок на два равных отрезка». Если мы выделим отрезок и выполним команду «Разделить отрезок пополам», то с точки зрения «рисования», задача решена. Посередине отрезка построена точка, значит построены два отрезка, каждый из которых равен половине исходного. Но в том-то и дело, что не построены! Автоматически на отрезке они не возникают, оба нужно построить по двум точкам. Если все три отрезка – одной толщины и одного цвета, построенные отрезки сольются с исходным. Чтобы все они были видимыми и различимыми, можно по разному их отформатировать – придать им разную толщину и цвет. Более опытные пользователи могут воспользоваться и «многослойностью» чертежей МК: в диалоге свойств объекта можно указать номер его слоя; тем самым определяется, какой объект лежит ниже, а какой выше, заслоняя первый. Конечно, все сказанное можно отнести и к другим видам линий, например, окружностям и их дугам.
Наличие перекрывающихся линий затрудняет их использование и может привести к ошибкам; на этот случай в программе предусмотрены своего рода подсказки. Например, если в ходе построения вам понадобится поставить точку на одну из перекрывающихся линий, то при щелчке на них инструментом «Точка» появится список всех этих линий, из которого вы можете выбрать ту, которая вам нужна. (Такой список появляется всегда, когда программа не может определить, какой из нескольких близко расположенных или пересекающихся объектов вам нужен.) Чтобы выделить одну из перекрывающихся линий, нужно щелкнуть по ним несколько раз – при последовательных щелчках линии выделяются поочередно по циклу.
Замечание. Для пользователей «Живой геометрии» отметим одно отличие от нее «Математического конструктора»: в нем разрешается строить поверх, например, существующего отрезка еще один отрезок с теми же концами. Аналогично, можно построить точку пересечения двух прямых, а потом еще раз точку пересечения тех же прямых – дубликат первой, и вообще, дубликат любого объекта с теми же исходными данными. Работать с дубликатами можно так же, как с перекрывающимися линиями. Если же дубликат возник по ошибке и не имеет пока объектов-«потомков», его можно безболезненно удалить.
4.4. Ошибки при проверке построений: незаконченный чертеж

Допустим, что приведенное выше ошибочное построение половинок отрезка было выполнено в качестве задания на построение с автоматической проверкой. Тогда можно ожидать, что при нажатии кнопки «Проверить построение» появится сообщения о том, что построение выполнено неверно, хотя вам кажется, что задача решена. Аналогичная ситуация часто возникает в задачах на построение многоугольников, например, в том случае, если построены лишь вершины многоугольника и прямые, содержащие его стороны, но сами стороны не построены, т.е. вершины не соединены между собой отрезками. Конечно, что именно засчитывать в качестве решения, определяет автор задания, но как правило, нужно строить в точности то, что требуется в условии. В частности, многоугольник, по определению, это ломаная (набор отрезков!) с определенными свойствами. 
4.5. Как бороться с перечисленными ошибками
На первых порах «визуальные» ошибки – рисование, совмещение и т.п. – неизбежны. Учителю нужно объяснить на примерах их причину и подчеркнуть динамический характер моделей, благодаря которому многие из этих ошибок легко выявить, а затем и научиться их избегать. Нужно обратить внимание на то, что при построениях используемые инструментами объекты подсвечиваются, что позволяет выбирать те, которые нужны в данный момент. В более сложных случаях источник ошибки можно найти, исследовав «родословную» объекта с помощью списка его «предков» в диалоге свойств (правда, такой анализ – дело более опытных пользователей). 
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